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ОТОБРАЖЕНИЕ ВЗАИМОСВЯЗИ  
МЕЖДУ ПАРАМЕТРАМИ С  

ПРИМЕНЕНИЕМ МНОЖЕСТВЕННОГО 
РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

Множественный регрессионный анализ – это метод математиче-
ской статистики, который позволяет найти наиболее точное и достовер-
ное отображение (модель, аппроксимацию, уравнение регрессии) стоха-
стической зависимости между откликом Y  и несколькими факторами 

1X , 2X , … , jX , … , mX . Для решения данной задачи необходимо: 

1. Определить вид уравнения регрессии. 
2. Оценить значимость коэффициентов регрессии. 
3. Оценить допустимость отображения исследуемой зависимости 

выбранным уравнением регрессии.  
4. Исследовать остатки (отклонения действительных значений 

отклика от предсказываемых по уравнению регрессии). 
 

8.1. Определение вида уравнения множественной регрессии 

Учитывая возможные отклонения,  модель связи отклика с некото-

рым комплексом факторов  { }mj X,...,X,...,XX 1=
r

 должна быть пред-

ставлена в виде двух составляющих: 

( ) ε+ϕ= Xy
r

, (8.1) 

где ( )X
r

ϕ  -  систематическая (объясненная) составляющая. Она обуслов-

лена существованием зависимости между откликом и ком-
плексом факторов; 

ε    -  случайная составляющая. Она обусловлена разнообразными 
возмущениями и вызывает отклонения y  от значений, соот-

ветствующих реальной зависимости. 
Для построения множественной регрессионной модели (иначе – 

множественного уравнения регрессии или просто множественной регрес-
сии) необходимо решить следующие задачи: 

Задача определения вида уравнения множественной регрессии со-

стоит в нахождении  систематической составляющей ( )X
r

ϕ . Однако, 

поскольку используются выборки ограниченного объема ( ∞<<<n ), 
могут быть найдены лишь оценки истинных параметров.  

Пусть, например,  действительная зависимость отклика от ком-
плекса факторов является линейной: 
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( ) ∑
=

β+β=ϕ=
m

j
jj XXy

1
0

r
. (8.2) 

Оценкой (моделью, отображением, аппроксимацией) этой связи 
также может быть линейное выражение: 

( ) ∑
=

+=ϕ=
m

j
jj XbbXy

1
0

r))
. (8.3) 

В выражении (8.3), которое и есть уравнение регрессии, коэффи-

циенты регрессии 0b  и jb  ( m,...,,j 21= )  представляют собой оценки 

коэффициентов истинной зависимости ( 00 β≈b  и jjb β≈ ).   

Для подбора уравнения ( )Xy
r)) ϕ= , которое наилучшим образом 

отображает стохастическую связь между откликом и рассматриваемыми 
факторами, используют метод наименьших квадратов (МНК). Согласно 
МНК наилучшей оценкой исследуемой зависимости является та, которая 
дает наименьшую сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 

отклика iy  от  рассчитанных по уравнению регрессии iy
)

 при тех же 

значениях факторов { }mijii x,...,x,...,x1 . Это условие выражается следу-

ющим образом: 

( ) minˆ
1 1

22 =−=∑ ∑
= =

n

i

n

i
iii yye . (8.4) 

Исходя из условия (8.4) задача определения коэффициентов урав-
нения регрессии сводится практически к определению минимума функ-
ции нескольких переменных и решена математической статистикой для 
линейного уравнения. Значения коэффициентов регрессии в (8.3) вычис-
ляются решением системы из n  линейных уравнений с m  неизвестными 
(здесь n  - число наблюдений). 

В MS Excel  коэффициенты линейной аппроксимации могут быть 
определены с использованием статистической функции ЛИНЕЙН(). Син-
таксис функции и вопросы, связанные с ее использованием приведены в 
приложении 11. Для комплексного решения задачи множественного ре-
грессионного анализа в MS Excel имеется  инструмента «Регрессия».  
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8.2. Оценивание качества множественной аппроксимации 

Для оценивания качества множественной аппроксимации необхо-
димо определить ее статистическую надежность, проверить значимость 
коэффициентов регрессии  и проверить выполнение допущений относи-
тельно остатков. Оценивание статистической надежности уравнения 
множественной регрессии выполняется так же, как и парной аппрокси-
мации (см. подраздел 7). Поэтому здесь рассмотрим только две послед-
ние задачи. 

8.2.1. Проверка значимости коэффициентов регрессии 

Коэффициенты регрессии jb  являются случайными величинами с 

математическими ожиданиями jβ  и дисперсиями, которым соответ-

ствуют стандартные отклонения bjS . Значение jb  признается статисти-

чески значимым, если выполняется условие: 

[ ]kn;t
S

b
t

bj

j

bj −α>= , (8.5) 

где bjt  и [ ]kn;t −α  - расчетное и табличное числа Стьюдента. 

Если условие (8.5) не выполнено, то следует признать, что 0=jb  

и влияние фактора jX  на отклик несущественное. В таком случае реко-

мендуется повторить регрессионный анализ без учета фактора jX .  

8.2.2. Анализ остатков 

Остатками принято называть отклонения действительных значений 
отклика от рассчитанных по уравнению регрессии (для i -го наблюдения 

остаток yye ii
)−= ). Отклонения обусловлены наличием в (8.1) слу-

чайной составляющей ε , относительно которой делают следующие 
предположения: 
1. Это нормально распределенная случайная переменная. 
2. Математическое ожидание случайной составляющей равно нулю - 

( ) 0=εM . Считают, что данная гипотеза выполняется, если среднее 

выборочное остатков можно считать равным нулю: 

0
1

1

≈= ∑
=

n

i
ie

n
e . (8.6)
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3.  Дисперсия случайной составляющей постоянна - ( ) ConstD =ε . 

Гипотеза может быть проверена, например, построением графиков 
остатков в зависимости от каждого фактора. Если на всех таких гра-
фиках остатки примерно равномерно рассеяны в пределах области, 

параллельной оси jX , то гипотезу ( ) ConstD =ε  считают справед-

ливой. 
4. В различных наблюдениях значения ε  не зависят друг от друга. Для 
проверки гипотезы о независимости отклонений в различных наблю-
дениях оценивают автокорреляцию остатков с применением критерия 
Дарбина-Уотсона (критерия DW ): 

( )

∑

∑

=

=
−−

=
n

i
i

n

i
ii

e

ee
DW

1

2

2

2
1

. (8.7)

Строгое условие отсутствия автокорреляции DW =2. Однако, с 
учетом особенностей распределения критерия Дарбина-Уотсона, ориен-
тировочно можно считать, что автокорреляция остатков отсутствует при 

8221 ,DW, ≤≤ . В противном случае следует признать, что гипотеза о 

независимости остатков в рассматриваемом случае не верна.  
Если анализ остатков обнаруживает несоответствия указанным ги-

потезам, то уравнение регрессии, относительно которого данные остатки 
получены, следует считать неудовлетворительным, т. к. правомерность 
применения МНК и указанных выше оценок и для множественного ре-
грессионного анализа может быть поставлена под сомнение. В таком 
случае рекомендуют рассмотреть уравнение иного вида (например, нели-
нейное вместо линейного), включить неучтенные ранее факторы, выде-
лить в области варьирования факторов различные подобласти. 

8.3. Пример множественного регрессионного анализа  
в MSExcel с применением инструмента «Регрессия» 

В качестве примера рассмотрим задачу построения зависимости 
предела текучести металла, прокатанного на широкополосном стане го-
рячей прокатки (ШСГП) от температур конца прокатки (tкп) и смотки 
(tсм). Исходные данные заносятся на рабочий лист с клавиатуры (на рис. 
8.1 и 8.2 они расположены в ячейках A1:С29). 
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8.3.1. Аппроксимация с применением инструмента «Регрессия» 
 

При выполнении работы настройки инструмента «Регрессия» 
должны соответствовать указанным в приложении 10.  

В этом случае основные результаты (ячейки E1:M19 на рис. 8.1) 
будут дополнены таблицей остатков (ячейки E23:G23 на рис. 8.2). 

Таблицу остатков необходимо дополнить столбцом, во всех стро-

ках которого, начиная со второй, вычислить значения ( )2
1−− ii ee . Эти 

данные будут в дальнейшем использованы для расчета критерия DW . 
Например, в ячейке Н27: 

=(G27-G26)^2. 

Рис. 8.2. Таблица остатков, полученная с использованием 
инструмента «РЕГРЕССИЯ» 
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На основании результатов работы инструмента записать уравнение 
регрессии в содержательной форме, оценить значимость коэффициентов 
регрессии, надежность аппроксимации и автокорреляцию остатков. 

Уравнение регрессии в содержательной форме (ячейки H1:J2) 
записывается с клавиатуры. 

Оценивание значимости коэффициентов регрессии (ячейки 
H3:J6). В ячейке H5 определяется табличное число Стьюдента. Для рас-
сматриваемого примера (число коэффициентов регрессии k =3): 

=СТЬЮДРАСПОБР(0,05;F8-3). 
В ячейках J4:J6, с использованием функции ЕСЛИ() программиру-

ется вывод о значимости коэффициентов регрессии. Например, для ячей-
ки J4: 

=ЕСЛИ(ABS(H17)>$H$5;”Значим”;” Не значим”) . 
Внимание! Если коэффициент регрессии при факторе Xj оказался 

не значимым, необходимо повторить регрессионный анализ, не включая 
во входной интервал Х столбец со значениями Xj. Поскольку  входной 
интервал Х должен состоять из смежных столбцов, может оказаться не-
обходимым перегруппировать столбцы со значениями факторов. 

Оценивание надежности аппроксимации в примере на рис. 8.1 
выполняется в ячейках H7:J9. В ячейке Н9, с помощью статистической 
функции FРАСПОБР(), определяется табличное значение числа Фишера: 

=FРАСПОБР(0,05;2;F8-3) . 
Слово «Аппроксимация» в ячейки I8:J8 введено с клавиатуры. 

Собственно вывод («надежная» или «не надежная») формируется в ячей-
ке I9 с применением функции ЕСЛИ() путем сравнения табличного (из 
ячейки H9) и рассчитанного (из ячейки I12) чисел Фишера: 

=ЕСЛИ(H9>I12;”надежная”;” не надежная”) . 
Оценивание автокорреляции остатков выполнено в ячейках 

L7:M9. Значение критерия Дарбина-Уотсона в ячейке M8 вычисляется по 
формуле, которая для рассматриваемого примера программируется сле-
дующим образом: 

=СУММ(Н27:Н53)/G13 . 
Вывод в ячейке L9 формируется с применением функции ЕСЛИ(), 

которая проверяет условие 8221 ,DW, ≤≤ : 

ЕСЛИ(М8<1,2;”Существует”;ЕСЛИ(M8>2,8;”Существует”;” Отсутствует”)). 
Пример множественного регрессионного анализа в программе  

Statistica приведен в приложении 12. 

8.3.2. Анализ результатов множественного регрессионного анализа  

Анализируя результаты множественного регрессионного анализа 
необходимо ответить на следующие вопросы: 

1. Связь между какими величинами анализировалась? 
2. Значимы ли коэффициенты регрессии? 
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3. Как выглядит уравнение множественной регрессии, полученное 
в результате выполнения работы? 

4. Можно ли считать полученное уравнение множественной ре-
грессии статистически надежной аппроксимацией анализируемой зави-
симости? 

Применительно к рассмотренному примеру можно сказать следу-
ющее.Анализировалась связь между пределом текучести металла σт, тем-
пературой конца прокатки tкп и смотки tсм на ШСГП.  

С доверительной вероятностью р = 95% коэффициенты регрессии 
b(tкп)=-0,498 и b(tсм)=-0,695 являются статистически значимыми, т. к. со-
ответствующие числа Стьюдента |t(tкп)|=6,7941 и |t(tсм)|=11,6051 больше 
табличного t[0,05;25]=2,0595. 

Для рассмотренных условий множественная линейная аппрокси-
мация зависимости предела текучести металла от температуры конца 
прокатки и смотки на ШСГП имеет вид: 

1152 695 0 498 0 695Ò êï ñì, , t , tσ = − − . 

С доверительной вероятностью 95% полученное уравнение регрес-
сии можно считать статистически надежной аппроксимацией исследуе-
мой зависимости, т. к. рассчитанное число Фишера Fр=90,4187 больше 
табличного F[0,05;2;25]=3,3352. 

8.4. Пример нелинейного множественного регрессионного  
анализа в MS Excel 

В качестве примера рассмотрим задачу построения аппроксимации 
зависимости напряжения текучести при горячей пластической деформа-
ции от термомеханических параметров процесса. Массив исходных дан-
ных записан на рабочем листе (рис. 8.3) в ячейках В3:Е32. Напряжение 
текучести sσ является откликом (Y ), а термомеханические параметры 

степень ε , скорость u  и температура t  деформации – факторами 1X , 

2X  и 3X  соответственно. 

Зависимость напряжения текучести от термомеханических пара-
метров часто отображают степенной зависимостью: 

( ) 31 2
0 1000

bb b
s b u tσ = ε . (8.6)

Для построения нелинейных аппроксимаций поступают следую-
щим образом. Сначала уравнение переводят в линейную форму. Линеа-
ризацию зависимости (8.6) осуществляют логарифмированием: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 1000sln ln b b ln b ln u b ln tσ = + ε + + . (8.7)

Таким образом, получают новые значения переменных ( )y ln y′ =  и  

( )j jx ln x′ = , с использованием которых строят линейную аппроксимацию 
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 0 j jy b b x′ ′ ′ ′= +∑ . В заключение необходимо перейти от значений коэф-

фициентов 0b′  и jb′  к коэффициентам 0b  и jb  исходного уравнения. При-

менительно к уравнениям, подобным зависимости (8.6), обратные преоб-

разования  выполняются следующим образом: j jb b′=  и ( )0 0b exp b′= . 

Линеаризующие преобразования выполнены в ячейках G3:J32. 
Например, в G3, H3, I3  и J3 запрограммировано: 

G3:=ln(B3), H3: =ln(C3), I3: =ln(D3), J3: = ln(E3/1000). 
Для построения линейной аппроксимация использована функция  

ЛИНЕЙН(). С учетом особенностей ее применения  (приложение 11) сна-
чала выделили блок ячеек L3:O3. Затем в ячейку L3 запрограммировали  

=ЛИНЕЙН(G3:G32;H3:J32;;ИСТИНА). 
после чего нажали комбинацию клавиш <Ctr>+<Shift>+<Inter>. Результа-
ты также выводятся в ячейки L3:O3. Символы #Н/Д, которые в MS Excel  
обычно указывают на ошибку при обращении к функции, в данном слу-
чае содержательного значения не имеют. Смысл остальных результатов 
иллюстрируется рис. 8.4. 

В ячейках L9:N12 вос-
произведены характеристики 
статистической надежности 
линейной аппроксимации. Их 
обозначения введены с клави-
атуры, а значения принима-
ются ссылкой на соответ-
ствующие результаты функ-
ции ЛИНЕЙН(): 
L10: =L5, M10: =M5,  
N10: =M6, L12: =L7,  
M12:  =M7, N12:  =L6. 

В ячейках L15:N15 записаны значения доверительной вероятности 
(принято р=95%), также табличные значения чисел Стьюдента и Фишера 

M15: =СТЬЮДРАСПОБР(1-L15/100;N10);  
N15: =FРАСПОБР(1-L15/100;3;N10). 

Далее с их помощью оцениваются значимость коэффициентов ли-
нейной аппроксимации (в ячейках L17:O23) и ее статистическая надеж-
ность (в ячейках L25:O25). 

Для оценки значимости коэффициентов регрессии сначала в ячей-
ки L18:O118 воспроизводятся их значения 

L18: =L3,  M18: =M3, N18: =N3 и O18: =O3, 
а в ячейках L20:O20 – значения соответствующих стандартных отклоне-
ний: 

L20: =L4,  M20: =M4, N20: =N4 и O20: =O4. 

 
Рис. 8.4. – Смысл результатов работы 

функции ЛИНЕЙН() 
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Затем в ячейках L22:O22 вычисляются расчетные числа Стьюден-
та. Например 

L22: =L18/L20. 
Выводы относительно значимости коэффициентов регрессии про-

граммируются в ячейках L23:O23 с применением функции ЕСЛИ(). 
Например 

L23: =ЕСЛИ(ABS(L22)>$M$15;"ЗНАЧИМ";"НЕ ЗНАЧИМ"). 
Такая же функция применяется для вывода относительно надеж-

ности линейной аппроксимации в ячейке L25 
=ЕСЛИ(N12>N15;"НАДЕЖНАЯ";"НЕ НАДЕЖНАЯ"). 

Действительные коэффициенты исходной зависимости (8.6) опре-
деляются в ячейках L29:O29 

L29: =L18, M29: =M18, N29: =N18, O29: =EXP(O18). 
Для оценивания статистической надежности действительного 

уравнения сначала вычисляются оценки значений отклика (в ячейках 
Q3:Q32), квадраты остаточных (ячейки R3:R32) и объясненных (ячейки 
S3:S32) отклонений. Например 

Q3: =$O$29*C3^$N$29*D3^$M$29*(E3/1000)^$L$29; 
R3: =(Q3-B3)^2; 
Q3: =(B3-СРЗНАЧ($B$3:$B$32))^2. 

Далее, в ячейках L31:O31 вычисляются остаточная и объясненная 
дисперсии, показатель достоверности аппроксимации и соответствующее 
расчетное число Фишера 

  L31:   =СУММ(R3:R32)/((СЧЁТ(R3:R32)-СЧЁТ(L18:O18))); 
  M31: =СУММ(S3:S32)/(СЧЁТ(L18:O18)-1); 
  N31: =1-L31/M31; 
  O31: =M31/L31. 
Вывод относительно надежности действительного уравнения за-

программирован в ячейке L32 
=ЕСЛИ(O31>N15;"НАДЕЖНОЕ";"НЕ НАДЕЖНОЕ"). 

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. 
1. Для условий выполненного эксперимента зависимость напря-

жения текучести от термомеханических параметров процесса горячей 
пластической деформации имеет вид 

( ) 3 0820 264 0 4981 309 1000
,, ,

s , u t
−σ = ε . 

2. С доверительной вероятностью 95% данная аппроксимация яв-
ляется статистически надежным отображением влияния термомеханиче-
ских параметров на напряжение текучести, так как рассчитанное число 

Фишера pF =330,501 больше табличного 95F =2,9752. 

Для иллюстрации качества аппроксимации можно построить гра-
фик соответствия расчетных и экспериментальных значений (рис. 8.5). 
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Рис. 8.5. – График соответствия расчетных и экспе-
риментальных значений напряжения текучести 

Для построения графика соответствия необходимо применить диа-
грамму типа «Точечная». При выборе данных значения для оси абсцисс 
задаются ссылкой на ячейки Q3:Q32, а значения для оси ординат - ссыл-
кой на ячейки B3:B32. Далее необходимо добавить  линейный тренд, т. к.  
на подобные графики наносят именно прямую линию. Чем ближе угол 
наклона линии к 45 градусам и чем меньше рассеяние точек относитель-
но ее, тем точнее полученное уравнение отображает исследуемую зави-
симость. 

 

8.5. Контрольные вопросы 

1. Поясните сущность и укажите этапы множественного регресси-
онного анализа. 

2. Укажите допущения множественного регрессионного анализа. 
3. Запишите модель множественного регрессионного анализа.  
4. Что представляет собой уравнение множественной регрессии? 
5. Как определить качество уравнения множественной регрессии?  
6. Как  график соответствия расчетных и экспериментальных зна-

чений отклика характеризует качество аппроксимации? 


