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КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТИ 

И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СТАТИСТИКИ 

2.1. Основы теории измерений.  
Данные для статистического анализа 

Когда мы подходим к границам наших знаний, точность измерений 
оказывается фактором, ограничивающим дальнейшее их углубление. 
Долгое время атом считали не делимым, но повышение точности измере-
ний позволило открыть много нового в ядерной физике, например, срав-
нительно недавно было доказано, что и электрон тоже не является цель-
ной, неделимой частицей. В то же время требования к точности измере-
ний являются необходимым условием не только для развития наших зна-
ний о мире, но и для осуществления народно-хозяйственной деятельно-
сти. 

Современная теория измерений опирается на физику измерительных 
процессов, метрологию, математическую статистику и теорию вероятно-
сти. Например, одной из функций метрологии - создание и развитие тео-
ретических основ измерений: разработка теории измерений и методов 
оценки погрешностей. 

Состояние современной измерительной техники, теории измерений 
и методик обработки результатов позволяют добиваться очень большой 
точности результата и выражения этого результата с помощью математи-
ческих моделей. 

Нельзя недооценивать роль измерений в научных исследованиях и в 
процессах контроля параметров процессов для управления последними. 

Как правило, измерительная информация является основой для изу-
чения объектов окружающего мира, в том числе и искусственных объек-
тов созданных человек. К таким объектам можно отнести производимую 
продукцию и технологические процессы её производства. Для оценки 
состояния качества продукции и управления процессами производства 
крайне важно и необходимо знать с заранее определенной точностью 
сведения об объектах и их свойствах. 

Все объекты окружающего мира характеризуются своими свойства-
ми. Свойство – философская категория, выражающая такую сторону объ-
екта (явления, процесса), которая обусловливает его различие и общность 
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с другими объектами (явлениями, процессами) и обнаруживается в его 
отношениях к ним. Свойство – категория качественная. Для количе-
ственного описания различных свойств процессов и физических тел вво-
дится понятие величины. 

Величина – это свойство чего-либо, что может быть выделено среди 
других свойств и оценено тем или иным способом, в том числе и количе-
ственно. Величина не существует сама по себе, она имеет место лишь 
постольку, поскольку существует объект со свойствами, выраженными 
данной величиной. 

Измерением называют совокупность операций, выполняемых с по-
мощью технического средства, хранящего единицу величины и позволя-
ющего сопоставить с нею измеряемую величину. Полученное значение 
величины и есть результат измерений. 

Измерения связаны как с физическими величинами, так и с величи-
нами, относящимися к другим наукам. 

Физической величиной называют одно из свойств физического объ-
екта (явления, процесса), которое является общим в качественном отно-
шении для многих физических объектов, отличаясь при этом количе-
ственным значением. 

Средство измерения (СИ) – техническое средство, предназначен-
ное для измерений, имеющее нормированные метрологические характе-
ристики, воспроизводящие и (или) хранящие единицу физической вели-
чины, размер которой принимается неизменным (в пределах установлен-
ной погрешности) в течение известного интервала времени (рис. 2.1). 

Средство измерений позволяет воспринять, преобразовать, при 
необходимости сопоставить с мерой и представить значение измеряемой 
физической величины. 

 

Рис. 2.1. Классификация средств измерений 

Разработка средств измерений является задачей приборостроения, 
метрология же должна дать единую классификационную схему средств 
измерений и выявить совокупность их параметров, стандартизация кото-

Средства измерений 

Меры 

Измерительные приборы Измерительные пре-
образователи 

Измерительные 
установки 

Измерительные 
системы 



 19 

рых позволила бы выбрать средства, обеспечивающие получение резуль-
тата с заданной точностью, прогнозировать точность проводимых с по-
мощью этих средств измерений и установить методы их проверки. 

Метрология – наука об измерениях, методах и средствах обеспече-
ния их точности. 

Остановимся на классификации величин (рис. 2.2). 

 

Рис. 2.2. Классификация величин 

Величины можно разделить на два вида: реальные и идеальные. 
Идеальные величины главным образом относятся к математике и явля-
ются обобщением (моделью) конкретных реальных понятий. 

Реальные величины делятся, в свою очередь, на физические и не-
физические. 

Физическая величина (ФВ) в общем случае может быть определе-
на как величина, свойственная материальным объектам (процессам, яв-
лениям), изучаемым в естественных (физика, химия) и технических 
науках. К нефизическим следует отнести величины, присущие обще-
ственным (нефизическим наукам) – философии, социологии, экономике и 
т.д. 

Одно из определений физической величины. Физической величи-
ны – одно из свойств физического объекта, в качественном отношении 
общее для многих физических объектов, а количественном – индивиду-
альное для каждого из них. Таким образом, физические величины – это 
измеренные свойства физических объектов и процессов, с помощью ко-
торых они могут быть изучены. 

Физические величины целесообразно разделить на измеряемые и 
оцениваемые. Измеряемые физические величины могут быть выражены 
количественно в виде определённого числа установленных единиц изме-
рения. Возможность их введения и использования является важным от-
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личительным признаком измеряемых ФВ. Физические величины, для 
которых, по тем или иным причинам, не может быть введена единица 
измерения, могут быть только оценены. 

Нефизические величины, для которых единица измерения в прин-
ципе не может быть введена, могут быть только оценены. 

2.2. Случайные величины 

Всякая случайная величина Χ обладает тем свойством, что при 
производстве в неизменных условиях n  наблюдений будут зарегистри-
рованы неодинаковые значения χ1, χ2, …, χп, среди которых, однако, мо-
гут встречаться и повторяющиеся. Различают дискретные и непрерывные 
случайные величины.  

Дискретная случайная величина принимает лишь отдельные, 
изолированные одно от другого значения. Таким свойством обладают, 
прежде всего, параметры, называемые атрибутивными признаками 
(например – цвет предмета, сорт продукции, годное или бракованное из-
делие и т. д.). Отдельные значения подобных параметров определяются 
путем счета и поэтому значениями дискретной случайной величины мо-
гут быть только натуральные числа. 

Непрерывная случайная величина принимает любые значения из 
некоторого свойственного ей числового интервала. Таким свойством об-
ладают количественные признаки (механические свойства материала, 
фактические размеры продукции, производительность агрегата при обра-
ботке конкретного профилеразмера и т. п.) Отдельные значения таких 
параметров определяются путем измерений или расчетов и поэтому мо-
гут быть любыми действительными числами. 

Нужно понимать, что работая с реальными процессами производ-
ства, человек сталкивается преимущественно с непрерывными величина-
ми, которые могут характеризовать свойства продукции или параметры 
процессов. Однако для управления процессами с использование автома-
тизированных систем стоит уделять отдельное внимания величинам дис-
кретного характера, так как их применение в вопросах кибернетики очень 
обширно. 

И для дискретной, и для непрерывной случайной величины харак-
терны, по крайней мере, две закономерности: 

1. Всякая случайная величина имеет некоторый ограниченный с обе-
их сторон интервал варьирования, величина и положение которого 
на числовой оси  обусловлены ее физической природой. Случай-
ность проявляется лишь в том, что значение, которое будет обна-
ружено в некоторый момент наблюдения за анализируемым пара-
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метром, заранее не известно. 
2. Каждое значение случайной величины проявляется внутри интер-

вала ее варьирования с совершенно определенной вероятностью.  

2.3. Закон распределения  

Закон распределения – соотношение, устанавливающее связь меж-
ду возможными значениями случайной величины и соответствующими 
им вероятностями. Часто также используют термин «Распределение веро-
ятности». Закон распределения представляют либо функцией распределе-
ния, либо плотностью распределения. 

Существует множество законов распределения и областей и при-
менения. Нужно понимать, что при подтверждении гипотезы определен-
ного закона распределения случайной или дискретной величины исследо-
ватель получает возможность применять весь инструментарий математи-
ческой статистики, который характерен данному закону распределения. 

Нормальный закон распределения широко применяется в задачах 
практики. Объяснить причины этого впервые удалось Ляпунову. Он пока-
зал, что если случайная величина может рассматриваться как сумма 
большого числа малых слагаемых, то при достаточно общих условиях 
закон распределения этой случайной величины близок к нормальному 
независимо от того, каковы законы распределения отдельных слагаемых. 
А так как практически случайные величины в большинстве случаев бы-
вают результатом действия множества причин, то нормальный закон ока-
зывается наиболее распространённым законом распределения. 

Логарифмически нормальное распределение встречается в ряде 
технических задач. Используется при рассмотрении размеров частиц при 
дроблении, содержаний элементов в минералах в изверженных горных 
пародах, численности рыб в море и т.д. Встречается такое распределение 
во всех задачах, где логарифм рассматриваемой величины можно пред-
ставить в виде суммы большого количества независимых равномерно 
малых величин. 

Экспоненциальное распределение часто встречается в теории мас-
сового обслуживания (например, X — время ожидания при техническом 
обслуживании или X — продолжительность телефонных разговоров, 
ежедневно регистрируемых на телефонной станции) и теории надёжности 
(например, X — срок службы радиоэлектронной аппаратуры). 

Распределение Вейбула в ряде случаев характеризует срок службы 
радиоэлектронной аппаратуры и, кроме того, применяется для аппрокси-
мации различных несимметричных распределений в математической ста-
тистике. 
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Все возможные значения равномерно распределённой случайной 
величины лежат в пределах некоторого интервала; кроме того. в пределах 
этого интервала все значения случайной величины одинаково вероятны 
(обладаю одной и той же плотностью вероятности). Равномерно распре-
деление реализуется в экспериментах, где наудачу ставиться точка на 
отрезке [a;b](X - абсцисса поставленной точки). Равномерно распределён-
ная случайная величина встречается также в измерительной практике при 
округлении отчётов измерительных приборов до целых делений шкал. 
Ошибка при округлении отчёте до ближайшего целого деления является 
случайной величиной X, которая может принимать с постоянной плотно-
стью вероятности любое значение между двумя соседними целыми деле-
ниями. Самая широкая область применения это использование распреде-
ления как теоретической основы для вычисления неопределенности вто-
рого рода в современной метрологии и теории измерений. 

Существуют и другие распределения (например, Стьюдента, Фи-
шера Хи-квадрат и т.д.) применяемые для разных задач статистического 
оценивания. 

Функция распределения  отображает вероятность события, за-
ключающегося в том, что случайная величина (например X ) примет 
значение меньше, чем произвольное действительное число x (т. е. веро-
ятность события xX < ): 

( ) ( )xXPxF <= . (2.1) 

В виде функции распределения можно отобразить закон распреде-
ления как непрерывной, так и дискретной случайной величины (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3. Функции распределения непрерывной (а)  

и дискретной (б) случайных величин 
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Независимо от вида случайной величины функция распределения 
обладает следующими свойствами: 

1. ( )xF  есть неубывающая функция  x  и если 21 xx < , то 

( ) ( )21 xFxF < . Разность двух ординат, соответствующих точ-

кам 1x  и 2x , дает вероятность того, что значения случайной ве-

личины будут лежать в интервале между 1x  и 2x : 

( ) ( ) ( )1221 xFxFxXxP −=<< . (2.2)

2. Значения функции распределения при предельных значениях ар-
гумента (т. е. соответствующей случайной величины) равны 0 и 
1. Для генеральной совокупности это свойство записывают сле-
дующим образом: 

( ) ( ) 10 == maxmin xF,xF . (2.3) 

Функция распределения дискретной случайной величины является 
разрывной ступенчатой, скачки которой происходят в точках, соответ-
ствующих возможным значениям случайной величины, и равны вероят-
ностям этих значений (рис. 2.3,б). 

Плотность распределения (встречаются термины: плотность 
распределения вероятности, плотность вероятности) отображает веро-
ятность события, состоящего в том, что произвольное значение x  слу-
чайной величины X  находится в некотором наперед заданном интервале 

{ }21 x,x  (т. е. вероятность события 21 xxx << ): 

( ) ( )21 xXxPxf <<= . (2.4) 

График плотности распределения случайной величины на рис. 2.4. 

 
Рис. 2.4. Плотность распределения вероятности случайной величины 
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Плотность распределения существует  только для непрерывной 
случайной величины и если функция распределения данной случайной 
величины непрерывна и дифференцируема, то:  

( ) ( )xFxf ′= . (2.5) 

По сравнению с функцией распределения описание распределения 
с помощью плотности вероятности более удобно и наглядно, так как поз-
воляет отобразить его особенности на различных участках внутри интер-
вала варьирования данной случайной величины. 

Свойства плотности распределения: 
 Плотность распределения определяет случайную величину 

также полно, как и функция распределения и является неот-
рицательной функцией: 

( ) 0≥xf . (2.6) 

 Площадь, ограниченная числовой осью, кривой плотности 

распределения, а также прямыми  1xx =  и  2xx =  равна ве-

роятности того, что случайная величина примет некоторое 
значение в рассматриваем интервале: 

( ) ( )21

2

1

xxxPdxxf
x

x

<<=∫ . (2.7) 

 Так как событие maxmin xxx <<  является достоверным, 

площадь под кривой плотности распределения равна 1: 

( )∫ =
max

min

x

x

dxxf 1. (2.8) 

2.4. Нормальное распределение и его особенности 

К настоящему времени обнаружен целый ряд законов распределе-
ния вероятности. Для дискретных случайных величин наиболее харак-
терны распределение Пуассона и биноминальное. Для непрерывных слу-
чайных величин известны показательный и нормальный законы распре-
деления, а также связанные с нормальным, - распределения Стьюдента, 
Фишера и хи-квадрат.  

Нормальное распределение занимает особое положение, так как в 
соответствии с центральной предельной теоремой теории вероятности 
оно является предельным законом, к которому, при весьма часто встре-
чающихся условиях, приближаются все другие распределения.  
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Нормальное распределение - это распределение  непрерывной  слу-
чайной величины, для которого характерна плотность распределения ви-
да: 

( ) ( )












σ
−

−
πσ

=
2

2

22

1 xMx
expxf , (2.9) 

где Mx – математическое ожидание (характеристика положения истинного 
значения случайной величины); 

σ - стандартное отклонение (характеристика вариации значений слу-
чайной величины). 

Функция и плотность нормального распределения схематично изоб-
ражены на рис. 2.5. 

 
 
 

πσ 2

1

Xσ− 3 σ− 2 σ− σ+ σ+ 2 σ+ 3XM
0

50,

01,

( )xf

( )xF

( ),xf ( )xF

Рис. 2.5. Функция и плотность нормального распределения 
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Нормальное распределение  имеет следующие важные для практиче-
ского использования свойства: 

1. Кривая плотности распределения симметрична относительно 

прямой xMx =  и при этой абсциссе достигает максимума, 

который равен 

σ
=

πσ
= 39890

2

1 ,
fmax . (2.10) 

2. Площадь под кривой, ограниченная ординатами 

( )σ− 3xMf  и  ( )σ+ 3xMf  равна 0,9973 (т. е. практически 

1). Это означает, что при нормальном распределении случай-
ной величины вероятность проявления ее значений, отличаю-
щихся от математического ожидания более, чем на σ3 , прак-
тически равна нулю.  

3. Площадь под кривой, ограниченная ординатами 

( )σ− 2xMf  и  ( )σ+ 2xMf равна 0,9544 (с достаточной 

для практики точностью 0,95). Это означает, что при нор-
мальном распределении случайной величины вероятность 
проявления ее значений, отличающихся от математического 
ожидания более, чем на σ2 , не превышает 0,05 (т. е. 5 %). 

4. Площадь под кривой, ограниченная ординатами ( )σ−xMf  

и ( )σ+xMf  равна 0,6826 (для практических целей можно 

принять 0,7). Это означает, что при нормальном распределе-
нии случайной величины вероятность проявления ее значе-
ний, отличающихся от математического ожидания более, чем 
на σ , равна 0,3 (т. е. 30 %). 

5. Нормальное распределение обладает свойством линейности, 
которое формулируется так. Если независимые случайные ве-

личины 1X  и 2X  имеют нормальные  распределения, то для 

произвольных чисел α  и β  величина 21 XXY β+α=  также 

имеет нормальное распределение, причем из свойств матема-
тического ожидания и дисперсии следует: 

21 XXY MMM β+α= ; (2.11) 

2
2

2
1

2
XXY βσ+σα=σ . (2.12) 
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2.5. Стандартное нормальное распределение  
и функция Лапласа 

Нормальное распределение зависит от двух параметров - математи-

ческого ожидания xM  и стандартного отклонения σ, что затрудняет ее 

представление в табличном (табулированном) виде. Поэтому было пред-
ложено использовать нормированную случайную величину: 

σ
−= xMx

Z , 

для которой функция плотности нормального распределения (2.9) прини-
мает вид: 

( ) ( ) 







−

π
=ϕ=

22

1 2z
expzxf . (2.13) 

График плотности стандартного нормального распределения приве-
дены на рис. 2.6. 

График плотности стандартного нормального распределения назы-
вают “кривая вероятностей”, “ кривая Гаусса ”. Основным отличием кри-
вой Гаусса от кривой ненормированного нормального распределения яв-

Рис. 2.6. Стандартное нормальное распределение: 
ϕ(z) – кривая Гаусса; Φ(z) – Функция Лапласа 

Z
3− 2− 1− 1 2 3

39890,

( ),zϕ

0 4

( )zΦ

50,

4−

( )zΦ

( )zϕ
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ляется то, что она фактически строится для ( ) 0=xM  и 1=σ  (рис. 2.6). 

Из указанной особенности следует ряд  специфических свойств.  
1. Плотность стандартного нормального распределения симметрич-

на относительно оси ординат и имеет максимум, равный 0,3989. 
2. Плотность стандартного нормального распределения является 

четной функцией: 

( ) ( )zz ϕ=−ϕ . 

3. При z = 4  плотность стандартного нормального распределе-
ния равна нулю  

( ) 0000104 ≈=ϕ , . 

Поэтому при ее табулировании указываются значения для 
нормированных значений случайной величины  
от 0 до 4. 

4. Значение функции ненормированного нормального распреде-
ления равно значению функции стандартного нормального 
распределения. 

Чтобы получить функцию стандартного нормального распределе-
ния необходимо выполнить интегрирование зависимости (2.13), однако 
результат не может быть выражен через элементарные функции. Поэтому 
используется функция Лапласа: 

Смысл функции Лапласа иллю-
стрируется рис.2.7 - Φ(z) представ-
ляет собой значение вероятности, с 
которой случайная величина, об-
ладающая стандартным нормаль-
ным распределением, принимает 
значение из интервала {0; z}. 

 

( ) duez
z u

∫
−

π
=Φ

0

2

2

2

1
. (2.14) 

Z

( ),zϕ

z0

( ) duez
z u

∫
−

π
=Φ

0

2

2

2

1

Рис.2.7. К определению Функции Лапласа 
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Основные свойства функции Лапласа: 
1. Функция Лапласа является нечетной:  

Φ (-z) = - Φ(z). 
Ее график симметричен относительно начала координат (рис. 2.7) 
и Φ(0)=0. 

2. Функция Лапласа является монотонно возрастающей в пределах 
от Φ(-4) = -0,5 до Φ(+4) = +0,5. 

С учетом указанных свойств переход от функции Лапласа к  функ-
ции стандартного нормального распределения осуществляется следую-
щим образом: 

( ) ( )z,,,zF Φ+= 5010 . 

2.6. Выборка и выборочные характеристики 

Как уже отмечалось, случайная величина может принимать мно-
жество значений, которые, однако, соответствуют объективно существу-
ющему интервалу ее варьирования. Совокупность всех возможных зна-

чений случайной величины { }
Njχ  для всех возможных условий наблю-

дений называется генеральной совокупностью. Количество значений 
случайной величины в генеральной совокупности (объем генеральной 
совокупности) N определяется характером случайной величины и для 
непрерывной величины ∞→N . 

По некоторым причинам, например в связи с ограниченностью 
продолжительности наблюдений, из генеральной совокупности удается 

обнаружить лишь n < N значений  случайной величины { }nix . Совокуп-

ность ограниченного числа значений случайной величины, которые по-
лучены в результате наблюдения, называют выборкой, а количество n  
значений в выборке  - объемом выборки. Выборка является подмноже-
ством генеральной совокупности: 

{ } { }
Njnix χ∈ . 

Для решения прикладных задач разработаны и применяются спе-
циальные числовые характеристики распределения вероятности. Каждая 
такая характеристика имеет строго определенный смысл, который не из-
меняется от того, что рассматривает исследователь - генеральную сово-
купность или выборку из нее. Однако формулы для расчета числовых 
характеристик распределения в каждом из указанных случаев могут быть 
различными. 
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При использовании числовых характеристик случайной величины 
весьма важным является следующее обстоятельство. Изучая случайную 
величину, мы не можем охватить генеральную совокупность и поэтому, 
имеем в своем распоряжении лишь ограниченную выборку из нее. Таким 
образом, по выборке будут получены не истинные значения той или иной 
характеристики распределения изучаемой случайной величины, а лишь 
их приближенные значения (оценки). 

В общем случае для оценивания некоторого параметра ξ  гене-

ральной совокупности используется некоторая величина θ , вычисляемая 

по результатам выборки. По смыслу ξ  и  θ  характеризуют одно и то же 

свойство случайной величины. Однако величина θ  является выборочной 

оценкой действительного значения анализируемого параметра: ξ≈θ , в 

литературе ее часто называют статистикой. Статистика есть случайная 
величина, распределение которой отличается и от распределения случай-
ной величины в генеральной совокупности, и от распределения оценива-
емого параметра ξ . В связи с этим выборочные оценки должны отвечать 

ряду требований. 

1. Выборочная оценка должна быть состоятельной. Оценка 
θ  является состоятельной, если с увеличением объема вы-
борки n  вероятность ее значения стремится к вероятности 
значения оцениваемого параметра генеральной совокупно-
сти: 

{ } 1=∆<ξ−θ
∞→

obPrlim
n

 или ξ →θ obPr . 

2. Выборочная оценка должна быть несмещенной. Оценка θ  
является несмещенной, если при любом объеме выборки ее 
математическое ожидание равно оцениваемому параметру: 

ξ=θM . 

3. Выборочная оценка должна быть эффективной. Из раз-
личных оценок одного и того же параметра генеральной со-
вокупности наиболее эффективной является та, которая об-
ладает наименьшей дисперсией: 

0=θ∞→
Dlim

n
. 
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2.7. Контрольные вопросы 

1. Как классифицируют параметры объекта исследования с позиций 
обработки и анализа числовой информации? Каков характер пара-
метров объекта исследования?  

2. Перечислите и кратко поясните наиболее распространенные задачи, 
решаемые  обработкой и анализом числовой информации.  

3. Назовите виды и закономерности случайной величины.  
4. Функция и плотность распределения вероятности.  
5. Нормальное распределение вероятности и его особенности. 
6. Стандартное нормальное распределение вероятности и его особен-

ности. 
7. Функция Лапласа. 
8. Генеральная совокупность и выборка.  
9. Понятие о выборочных оценках характеристик случайной величины 

и требования к ним. 
 


