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1.ЦЕЛИ РАБОТЫ 

В реальных условиях функционирования технических объек-
тов и организационно-технических систем зависимость результа-
тов функционирования (откликов) от управляемых и контролируе-
мых воздействий (факторов) проявляется как опосредованная раз-
нообразными случайными причинами (возмущениями). Подобные 
зависимости принято называть стохастическими.  

Парный регрессионный анализ – это метод математической 
статистики, который позволяет найти наиболее точное и достовер-
ное отображение (модель, аппроксимацию) стохастической зави-
симости между откликом Y  и одним из факторов X . 

Цели работы: 
 Изучение методики парного регрессионного анализа. 
 Приобретение навыков решения задачи парного регрессионно-

го анализа в среде электронных таблиц MS Excel с применени-
ем статистических функций. 

 Приобретение навыков решения задачи парного регрессионно-
го анализа в среде электронных таблиц MS Excel с применени-
ем инструмента «Линия тренда». 

2.КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ СТАТИСТИКИ 

2.1.Содержание и допущения регрессионного анализа 

Понятие стохастической зависимости в некотором смысле 
является обобщением понятия о зависимости функциональной. 
Для последней характерно, что каждому значению фактора (аргу-
мента) соответствует совершенно определенное значение откли-
ка. В случае стохастической зависимости при определенном зна-

чении ix  фактора X  может наблюдаться множество значений 

отклика Y . В производственных условиях фактор также является 
случайной величиной, но при проведении регрессионного анализа 

полагают, что всякое его значение ix  неслучайно [1]. 

При проведении регрессионного анализа принимают следу-
ющие допущения [1, 2, 3]. 
1. Фактор измеряется с пренебрежимо малой ошибкой по срав-

нению с ошибкой определения отклика. Большая ошибка iy  

объясняется наличием в каждом из наблюдений влияний на 
отклик нерегламентированных параметров. 
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2. Каждому значению фактора соответствуют значения отклика, 
представляющие собой независимые и нормально распреде-
ленные величины. 

3. При проведении эксперимента с объемом выборки n  при 
условии, что каждый опыт произведен m  раз, выборочные 
дисперсии отклика однородны. 

Учитывая возможные отклонения,  модель связи некоторого 
значения отклика с соответствующим значением фактора может 
быть представлена в виде двух составляющих: 

iii xy  )( , (2.1) 

где )( ix  -  систематическая (объясненная) составляющая. Она 

обусловлена существованием зависимости между от-
кликом и фактором; 

i    -  случайная составляющая. Она обусловлена разнооб-

разными возмущениями и вызывает отклонения iy  от 

соответствующих реальной зависимости. 

Относительно i  делают следующие предположения: 

1. Это нормально распределенная случайная переменная. 
2. 0)(  i (математическое ожидание случайной составляющей 

равно нулю). 
3. Consti  )(  (дисперсия случайной составляющей постоян-

на). 

4. В различных наблюдениях значения i  не зависят друг от дру-

га. 

Для построения парной регрессионной модели (иначе – пар-
ного уравнения регрессии или просто парной регрессии) необхо-
димо решить две задачи - определить вид уравнения регрессии и 
оценить допустимость отображения исследуемой зависимости вы-
бранным уравнением регрессии.  

2.2.Определение вида уравнения парной регрессии 

Задача определения вида уравнения регрессии состоит в 

определении  систематической составляющей  x . Однако, как 

уже указывалось ранее, истинные параметры (коэффициенты) это-
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го уравнения  не могут быть определены, поскольку используются 
выборки ограниченного объема ( n ). Поэтому могут быть 
найдены лишь оценки истинных параметров и действительная 

связь между откликом и фактором  xy   представляется оцен-

кой (отображением) этой связи  xˆŷ  . Именно данная оценка и 

является уравнением регрессии.  
Для подбора уравне-

ния  xˆŷ  , которое 

наилучшим образом 
отображает стохастиче-
скую связь между откли-
ком и фактором, исполь-
зуют метод наименьших 
квадратов (МНК). Соглас-
но МНК наилучшей оцен-
кой исследуемой зависи-
мости является та, кото-
рая дает наименьшую 
сумму квадратов откло-
нений наблюдаемых зна-
чений отклика iy  от  рас-

считанных по уравнению 

регрессии iŷ  при тех же значениях фактора ix  (рис. 1). Это усло-

вие выражается следующим образом: 

  minŷye
n

i

n

i
iii  

 1 1

22
. (2.2) 

Оценки, полученные МНК, являются несмещенными, состоя-
тельными и эффективными. Несмещенность означает, что мате-
матическое ожидание каждого из оцениваемых параметров равно 
соответствующему истинному значению. Состоятельность означа-
ет, что с увеличением числа наблюдений n  оценки параметров 
все более концентрируются вокруг истинных значений (т. е. с воз-
растанием  n  дисперсии оценок стремятся к нулю). Эффектив-
ность означает, что оценки, полученные МНК, обладают наимень-
шей дисперсией по сравнению с оценками этих же параметров, 
полученными другими методами. 

Y

Xix

iy
iŷ ie

 xˆŷ 

iE

yy 

Рис. 1. Линия регрессии и ее оценивание 
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Задача определения коэффициентов уравнения регрессии 
сводится практически к определению минимума функции несколь-
ких переменных и решена математической статистикой для линей-
ного уравнения 

xbbxy 1010  . (2.3) 

Оценки коэффициентов 00 b  и 11 b  вычисляются по 

формулам [1, 2]: 



  



  













n

i
i

n

i
i

n

i

n

i

n

i
iiii

xnx

yxnyx

b

1

2
2

1

1 1 1
1 ; (2.4) 








   
 

n

i

n

i
ii xby

n
b

1 1
10

1
. (2.5) 

В MS Excel коэффициенты 0b  и 1b  линейной регрессии 

можно определить с использованием статистических функций 
НАКЛОН(ОY;OX) и ОТРЕЗОК(ОY;OX). Аргументы OY и ОХ - ссылки 
на ячейки, где записаны значения отклика и фактора соответ-
ственно.  

При необходимости вычисления коэффициентов уравнений 
регрессии других видов поступают следующим образом [2, 3]. Сна-

чала по экспериментальным данным ix  и iy  находят значения ix   
и iy  , которые соответствуют уравнению данного вида после его 

линеаризации. Далее используют формулы (2.4) и (2.5), расчеты 
по которым дадут коэффициенты именно лианеризованного урав-

нения ( 0b  и 1b ). После этого  находят коэффициенты реальных 

уравнений. Формулы для таких преобразований представлены в 
прил. 1. 

2.3.Оценивание уравнения парной регрессии 

Из различных уравнений регрессии наилучшим в смысле 
МНК считают то, которое обеспечивает минимум дисперсии фак-
тических (полученных экспериментально) значений отклика отно-
сительно линии регрессии. Эту дисперсию называют остаточной 
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или дисперсией относительно регрессии и определяют по форму-
ле: 

 






n

i
iie ŷy

kn
S

1

22 1
, (2.6) 

где k  -  число коэффициентов регрессии в уравнении.  
Точность отображения (аппроксимации) исследуемой зави-

симости выбранным уравнением регрессии оценивают с помощью 
дисперсионного анализа. Для этого сравнивают дисперсию отно-

сительно линии регрессии ( 2
eS ) с оценкой дисперсии значений iy  

относительно выборочного среднего фактических значений откли-
ка y : 

   
 














n

i

n

i
ii

n

i
iE y

n
y

m
yy

k
S

1

2

11

22 11

1

1
. (2.7) 

Величина 2
ES  характеризует (рис. 1) рассеяние iy , обуслов-

ленное зависимостью отклика от факторов, и поэтому называется 

объясненной дисперсией. Остаточная дисперсия 2
eS  характеризу-

ет рассеяние iy , вызванное случайными воздействиями (возму-

щениями). Очевидно, что связь между откликом и факторами в ви-
де данного уравнения регрессии существует, если объясненная 
дисперсия существенно больше  остаточной.  

Чтобы выяснить, можно ли считать отличие рассматриваемых 
дисперсий существенным, выдвигают нулевую гипотезу об их ра-

венстве 22
0 eE SS:H   и проверяют ее с использованием числа 

Фишера: 

2

2

e

E

S

S
F  . (2.8) 

Гипотеза считается справедливой, если рассчитанное число 

Фишера не превышает табличного значения  21  ,,F  для за-

данного уровня значимости  . При выборе табличного значения 

важно помнить, что в данном случае 11  kE  и 
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kne 2 . В MS Excel  табличное число Фишера может быть 

найдено с применением статистической функции: 
FРАСПОБР( ; 1k ; kn  ). 

Справедливость гипотезы о равенстве остаточной и объяс-
ненной дисперсий означает, что выбранное уравнение регрессии 
нельзя принимать в качестве модели связи между откликом и фак-
тором. 

Если же ],1,[ knkFF  , то объясненная дисперсия су-

щественно больше остаточной. А это означает, что между откли-
ком и факторами существует взаимосвязь, которую с вероятно-
стью   допустимо аппроксимировать рассматриваемым уравне-
нием регрессии.  

Из нескольких допустимых аппроксимаций наиболее точной, 

очевидно, будет та, для которой значение 2
eS  является наимень-

шим. Отсюда следует, что для наиболее точной модели 

 ii xˆŷ   различие расчетного и табличного чисел Фишера бу-

дет максимальным. 
Во многих программных средствах, содержащих опции обра-

ботки данных (в том числе и в MS Excel), для оценивания качества 

аппроксимации предлагается параметр 2R  (коэффициент детер-
минации): 

  kn

n

yy

e

R
n

i
i

n

i
i













 1
1

1

2

1

2

2 . (2.9) 

Коэффициент детерминации представляет собой долю дис-
персии отклика, объясненную с помощью оцениваемого уравнения 
регрессии. Чем меньше остаточная дисперсия по отношению к 
дисперсии значений отклика относительно его среднего выбороч-

ного, тем точнее модель  xˆŷ   отображает изменчивость Y в 

связи с изменениями фактора X , тем больше значение 2R .  Иде-

альная модель (



n

i
ie

1

0 ) обеспечивает 12 R  и в этом случае 

необходимость в оценивании адекватности аппроксимации отпа-



 

 8

дает. В остальных случаях следует проверить условие отличия 
коэффициента детерминации от нуля: 

 kn;k;F
k

kn

R

R
F 





 1

11 2

2

. 

 

(2.10)

Если при заданной доверительной вероятности указанное 

условие выполняется, можно считать, что 2R  значимо отличается 
от нуля и, следовательно,  оцениваемое уравнение регрессии яв-
ляется достаточно точной аппроксимацией исследуемой зависи-
мости. В противном случае необходимо признать, что аппроксима-
ция не является адекватной и рассмотреть иной вариант уравне-
ния регрессии. 

3.ВЫПОЛНЕНИЕ РАБОТЫ 

Работа включает выполнение парного регрессионного ана-
лиза в MS Excel двумя способами – с использованием статистиче-
ских функций и с применением инструмента «Линия тренда». По-
рядок выполнения работы иллюстрируется на примере построения 
зависимости предела текучести стали от степени деформации при 
холодном пластическом деформировании.  

В практике ОМД для отображения зависимости предела те-
кучести от степени деформации при холодном пластическом де-
формировании наибольшее распространение получили выражения 
следующего вида [6, 7]: 

1
0

bb  Т0Т ; (3.1) 

01 bb  Т0Т , (3.2) 

где Т0  - предел текучести металла в отожженном (недеформиро-

ванном) состоянии.  
Оба выражения можно представить в иной форме: 

ТТ0Т   (3.3) 

Тогда задача построения зависимости для расчета предела 
текучести сводится к задаче определения выражения, отобража-
ющего влияние степени деформации   на приращение предела 

текучести Т . 
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Рис.2. Фрагмент рабочего листа с исходными данными и результата-
ми парного регрессионного анализа 

 

3.1.Построение аппроксимаций с применением инструмента 
«Линия тренда» 

Сначала на рабочий лист (рис. 2) с клавиатуры заносятся 
исходные данные. На рис. 2 они расположены в ячейках A3:B20.  

В ячейке B21 определяется число наблюдений. При этом 
следует применить статистическую функцию СЧЕТ(): 

=СЧЕТ(В4:В20). 
В ячейке В22 необходимо определить среднее выборочное 

значение отклика Т : 

=СРЗНАЧ(В4:В22). 
Далее, с использованием инструмента «Мастер диаграмм», 

исходные данные необходимо отобразить в виде диаграммы типа 
«Точечная». Диаграмма должна быть отформатирована таким об-
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разом, чтобы ее оформление соответствовало правилам графиче-
ского представления данных. 

После форматирования диаграммы, с помощью мыши выде-
лить на диаграмме ряд данных. Через пункт Диаграмма в строке 
главного меню MS Excel , задать команду Добавить линию трен-
да. На экране появится диалоговое окно Линия тренда (вид 
окна и опции работы с линиями тренда представлены в прил. 2).  

На закладке «Параметры» включить опции «Показывать 
уравнение на диаграмме» и «Поместить на диаграмму величину 
достоверности аппроксимации (R^2)». Затем на закладке «Тип» 
выбрать тип аппроксимации «Линейная». После нажатия кнопки 
ОК на диаграмме появятся линия тренда и надпись, содержащая 

уравнение регрессии и значение 2R . Автоматически фон надписи 
устанавливается прозрачным, что затрудняет чтение текста. По-
этому необходимо придать ей атрибут «С тенью» через закладку 
«Вид» окна Формат подписи данных, которое появиться, если 
выполнять форматирование надписи через пункт Формат глав-
ного меню. 

Под диаграммой необходимо подготовить обозначения 
столбцов, в которых будет размещаться информация о рассмот-
ренных уравнениях регресси. На рис. 2 такие обозначения записа-
ны в ячейках D17:L17.  

Уравнение регрессии и значение 2R  записываются с клави-
атуры на основании надписи, которой сопровождается линия трен-
да. Число коэффициентов регрессии k  также вводится с клавиа-
туры.  

Рассчитанное число Фишера pF  вычисляется по формуле 

(2.10). Например, в ячейке K18: 
=I18*($B$21-J18)/((1-I18)*(J18-1)). 

Табличное число Фишера 950 ,F  находится для доверитель-

ной вероятности 95% с использованием статистической функции 
FРАСПОБР(). Например, в ячейке L18: 

=FРАСПОБР(0,05;J18-1;$B$21-J18). 
Чтобы рассмотреть другие аппроксимации, доступные через 

инструмент «Линия тренда», необходимо выполнять форматиро-
вание линии тренда.  

Форматирование может быть реализовано либо через кон-
текстное меню, либо через пункт Формат главного меню. В этом 
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случае на экране также появляется окно Линия тренда, но те-
перь достаточно указать другой тип аппроксимации на закладке 
«Тип». В результате на диаграмме вместо предыдущего тренда 
появиться новый, а его параметры отобразятся в надписи. Внима-
ние! Если каждый из вариантов аппроксимации наносить на диа-
грамму как добавление линии тренда, то на диаграмме будут од-
новременно отображены все рассмотренные варианты. 

В примере выполнения работы (рис. 2) аппроксимации, по-
лученные с применением инструмента «Линия тренда», обозначе-
ны номерами с 1 по 5. 

3.2.Построение аппроксимации с применением 
статистических функций 

Строится аппроксимация вида  10 bbт . Исходными 

данными являются те же, которые подвергались анализу с исполь-
зованием инструмента «Линия тренда». Пример оформления 
фрагмента рабочего листа представлен на рис. 3. Сначала необ-
ходимо выполнить линеаризацию исходных данных по формулам, 
приведенным в прил. 1. На рис. 3 результаты линеаризации рас-
положены в ячейках N4:O20. Они получены путем преобразований 

ii yy   и m
ii xx   для m =0,5. Например, в ячейках N4 и O4 соот-

ветственно запрограммировано: 
=В4 и =A4^$Q$3. 

Затем следует определить коэффициенты линейной регрес-

сии ii xbby  10 . В примере (рис. 3) значения 0b  и 1b  представ-

лены в ячейках Р5 и Q5 соответственно. Для их вычисления здесь 
использованы статистические функции: 

=ОТРЕЗОК(N4:N20;O4:O20) и =НАКЛОН(N4:N20;O4:O20). 
Далее необходимо осуществить переход к действительным 

коэффициентам регрессии. В соответствии с прил. 1 для рассмат-
риваемой аппроксимации переход осуществляется с помощью 

преобразований 00 bb   и 11 bb  . В примере действительные 

значения коэффициентов регрессии представлены в ячейках P7 и 
Q7. Здесь соответственно запрограммировано: 

=P4 и =Q4. 
После этого по уравнению, вид и коэффициенты которого 

известны, следует вычислить оценки отклика. Для рассматри-
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Рис. 3. Фрагмент рабочего листа с результатами построения 

аппроксимации  10 bbТ  и расчетными дан-

ными для ее графической интерпретации 

ваемого примера (рис. 3) оценки приращения предела текучести 
рассчитаны в ячейках R4:R20. Например, в ячейке R4: 

=$P$7+$Q$7*A4^$Q$3. 

Теперь необходимо вычислить отклонения iii ŷye   и 

yyE ii   для всех n  наблюдений, а также суммы квадратов 

отклонений 


n

i
ie

1

2  и  


n

i
iE

1

2 . Для рассматриваемого примера 

квадраты отклонения рассчитаны в ячейках S4:S20 и T4:T20 соот-
ветственно. Например, в ячейках S4 и T4 записано: 
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=B4-S4 и =B4-$B$22. 
Суммы квадратов отклонений вычисляются в ячейках S21 и 

Т21 с использованием функции КВАДРАТОТКЛ (): 
=КВАДРОТКЛ(S4:S20) и =КВАДРОТКЛ(T4:T20) . 

Среди вариантов уравнений регрессии (рис. 2) рассматрива-
емая аппроксимация обозначена номером 6. Соответствующее ей 

значение 2R  рассчитано в ячейке I23 по формуле (2.9). При этом 
используются ссылки на суммы квадратов отклонений, вычислен-
ные в ячейках S21 и T21: 

=1-S21*($B$21-1)/(T21*($B$21-J23)) . 
Значения рассчитанного и табличного чисел Фишера опре-

деляются также, как и в случае построения аппроксимаций с ис-
пользованием инструмента «Линия тренда». 

4.СОДЕРЖАНИЕ ВЫВОДОВ ПО РАБОТЕ 

В выводах по работе необходимо ответить на следующие 
вопросы: 
1. Связь между какими величинами анализировалась? 
2. Сколько и какие аппроксимации были рассмотрены, какие из 

них являются статистически значимыми? 
3. Какая из аппроксимаций является наилучшим отображением 

связи между анализируемыми параметрами и почему можно 
это утверждать? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ  
НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ  

ПАРНОЙ РЕГРЕССИИ 

Аппроксимация 

Преобразование 
исходных данных 

Преобразование 
коэффициентов 

ix   iy   0b  1b  

x/bb 10   ix/1  iy  0b  1b  
mxbb 10   m

ix  iy  0b  1b  

xbb lg10   ixlg  iy  0b  1b  

xbb ln10   
ixln  iy  0b  1b  

 xbb 10/1   
ix  iy/1  0b  1b  

 xbbx 10/   
ix  ii y/x  0b  1b  

)(/ 10 xbb   
ix  iy/1  01 b/   10 b/b   

)(/ 10 xbxb   
ix/1  iy/1  01 b/   10 b/b   

xbb 10  ix  iylg  010b  110b  

1
0

bxb  ixln  iyln  )(exp 0b  
1b  

)(exp 10 xbb  
ix  iyln  )(exp 0b  

1b  

)/(exp 10 xbb  ix/1  iyln  )(exp 0b  
1b  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

ЛИНИЯ ТРЕНДА В MS EXCEL 
КАК ИНСТРУМЕНТ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА  

Понятие «Тренд» впервые стало применяться в экономиче-
ском анализе т. н. временных рядов. Временной ряд - упорядочен-
ные во времени данные, а тренд представляет собой тенденцию 
этого ряда, обнаруживаемую при сглаживании краткосрочных ко-
лебаний. Графически тренд отображается линией, положение ко-
торой отыскивают по методу наименьших квадратов [8]. Таким об-
разом, линия тренда, по существу,  представляет собой линию ре-
грессии. 

В MS Excel предусмотрены следующие способы построения 
тренда [9]: 
1. Использование маркера заполнения или команды «Прогрес-

сия»; 
2. Использование статистических функций рабочего листа 

ПРЕДСКАЗ(),ТЕНДЕНЦИЯ(),РОСТ(),ЛИНЕЙН(),ЛГРФПРИБЛ(); 
3. Добавление линии тренда к ряду данных на диаграмме. 

Первыми двумя способами тренд может быть получен толь-
ко в табличной форме. Третий способ наиболее пригоден для це-
лей парного регрессионного анализа - он позволяет провести ли-

нию тренда на диаграмме, получить ее уравнение и оценку 2R .  
Чтобы применить линию тренда для регрессионного анали-

за, сначала необходимо построить диаграмму. Затем необходимо 
выделить на диаграмме ряд данных и либо через контекстное ме-
ню, либо через пункт <Диаграмма> главного меню задать команду 
<Добавить линию тренда>.  

На экране появится диалоговое окно, содержащее закладки 
«Тип» и «Параметры» (рис. П2). 

Через закладку «Тип», щелчком мыши на соответствующем 
изображении, выбирается тип тренда (т. е. вариант линии регрес-
сии). Различным типам тренда соответствуют следующие уравне-
ния:  

1. Линейный - xbby 10  . 

2. Логарифмический  -  xlnbby 10  . 

3. Полиномиальный(степень полинома не более 6) 

  - 01
2

2
6

6 bxbxb...xby  . 
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4. Степенной  - 1
0

bxby  . 

5. Экспоненциальный  -  10 bexpby  . 

Рис. П2. Диалоговое окно «Линия тренда» 
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Тип тренда «Скользящее среднее» для целей регрессионно-
го анализа не пригоден. 

Через закладку «Параметры» задаются атрибуты, опреде-
ляющие особенности представления линии тренда 

Название аппроксимирующей (сглаженной) кривой  — 
условное обозначение длиной до 256 символов, которое будет 
включено в легенду диаграммы. Если задана опция «Автоматиче-
ское», название линии тренда будет создано автоматически с ука-
занием идентификатора ряда данных (например, «Ряд1») и типа 
тренда (например, «Линейный»). Чтобы задать оригинальное 
название необходимо выбрать опцию «Другое» и ввести его с кла-
виатуры. 

Прогноз – указание о необходимости построения линии 
тренда за пределами варьирования независимой переменной 
(фактора) для анализируемого ряда данных. Атрибут «Вперед …» 
обеспечивает продолжение линии тренда в направлении возрас-
тания независимой переменной, а «Назад …» - в направлении 
уменьшения.  

Пересечение кривой с осью Y  - значение зависимой пере-

менной (отклика) 0y , которое соответствует точке пересечения 

оси ординат линией тренда. Задание атрибута фактически означа-
ет добавление к ряду анализируемых данных еще одной точки, 

для которой 0yyi   и 0ix . Это приведет и к модификации 

уравнения регрессии. Например, для линейного тренда вместо 

уравнения xbby 10   будет получено xcyy  0 . Атрибут 

удобен для получения уравнения линии, которая должна прохо-
дить желаемым образом относительно начала координат. Однако 
при его использовании следует внимательно анализировать зна-

чения показателя 2R . В частности, может быть получено 02 R , 
что не противоречит формуле (2.9). Но такой результат означает, 

что  


n

i
ie

1

2  > 


n

i
iE

1

2 и, следовательно, данную зависимость нельзя 

рассматривать как надежную аппроксимацию взаимосвязи между 
откликом и фактором. 

Показать уравнение на диаграмме. Если опция задана, на 
диаграмму будет выведена надпись в виде уравнения регрессии. 
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Поместить на диаграмму величину достоверности ап-
проксимации. Если опция задана, надпись, содержащая уравне-

ние регрессии, будет дополнена значением 2R . 
Линии тренда могут быть построены для рядов данных, 

представленных на ненормированных плоских диаграммах с обла-
стями, линейчатых диаграммах, гистограммах, графиках, бирже-
вых, точечных и пузырьковых диаграммах. Для регрессионного 
анализа рекомендуется применять диаграмму типа «Точечная». 


